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® ® @ | Informacje wstepne

Kazdy pomiar wielkosci fizycznej dokonywany jest ze skoficzong
dokladnoscia, co oznacza, ze wynik tego pomiaru dokonywany jest z
niepewnoscia pomiarowa. Fakt ten zwigzany jest nie tylko z
niedoskonaloscig dzialan cztowieka, lecz takze z niedoskonalosciag wykonania
przyrzadéw pomiarowych, przypadkowym stanem materit w chwili
dokonywania pomiaru, wplywem procesu pomiarowego na wielkosc¢
mierzona oraz przyblizonym charakterem modeli rzeczywistosci opisywanych
w postaci praw fizyki. Zasady obliczania 1 szacowania niepewnosci
pomiarowych, a takze oceny wynikoéw pomiaréw zawarte sa w normie
opublikowanej w 1995 roku przez Migdzynarodows Organizacije
Normalizacyjna (ISO). Wersja polska wydana w roku 1999 przez Glowny
Urzad Miar nosi nazwe ,, Wyrazanie niepewnosci pomiaru. Przewodnik”.
Stanowl1 ona podstawe opracowania instrukcji okreslania niepewnosci
pomiaréw wykorzystywanej w Laboratorium Fizyki,
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| NN ‘ Najwazniejsze elementy obowigzujacych norm

B Rozroznienie miedzy ,,niepewnosciq pomiardw” a ,,biedami” w potocznym tego
stowa znaczeniu

B Przyjecie jednolitej terminologii
m Konsekwentne stosowanie metod statystycznych

m Podzial skfadnikéw niepewnosct na dwie kategorie zalezne od sposobow
obliczania ich wartosct (typ A 1 typ B)

m Dokladny opis metod okreslania niepewnosci pomiarow

m Okredlenie konwencji zapisu wynikoéw 1 niepewnosci pomiarow

m Cel: mozliwo$¢ jednoznacznej interpretacji wynikOw pomiaréw
wykonywanych w réznych miejscach i w r6Znym czasie na calym
swiecie
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NN ‘ Zrodta niepewnosci

m  Niepewnoscl zwigzane z niepelna definicja wielko$ci mierzone;j
B Niepewnosci zwigzane z wykonywaniem pomiarow:
niedoskonaty uktad pomiaru wielko$ci mierzonej
niereprezentatywne pomiary
niepetna znajomos¢ oddzialywan otoczenia na pomiar
bledy obserwatora w odczytywaniu wskazan przyrzadow

przyblizenia 1 zalozenia upraszczajace tkwiace w metodzie 1 procedurze
pomiarowe]

zmiany kolejnych wynikow pomiaréw wielko$ci mierzonej w pozornie
identycznych warunkach

m  Niepewnoscl zwigzane z przyrzadami pomiarowymi:
skoniczona zdolnos¢ rozdzielcza przyrzadow

niedokladne warto$ci przypisane wzorcom i materialom odniesienia
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® © ® | Rodzaje pomiarow

m Pomiar bezposredni — wielko§¢ mierzona poroéwnuje si¢ ze
wzorcem lub pomiar wykonywany przy uzyciu jednego
przyrzadu

Seria pomiarowa

Blad ,,gruby”

m Pomiar posredni — na podstawie pomiaréw bezposrednich
jednej lub kilku wielko$ct fizycznych oblicza si¢ wielkos¢ od
nich zalezng (na podstawie znanej zaleznosci funkcyjnej)
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® © ® | Glowne pojecia (1)

m Niepewno$¢ pomiaru (uncertainty) —
parametr, zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzu]qcy rozrzut
wartosci, ktére mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wielkosci
mierzonej.

niepewnos$¢ = watpliwos¢
niepewnos$¢ + przymiotnik = miara ilo§ciowa tego pojecia

m Niepewno$¢ standardowa (standard uncertainty) u(x) -
niepewnos¢ wyniku pomiaru wyrazona w formie odchylenia
standardowego (estymator wariancji) (na przyktad odchylenie
standardowe $rednieyj).

Zapis: #, 1(x) lub n(nazwa).
# nie jest funkcja, tylko liczbal

Laboratorium Fizyki, Wydziat Fizyki, Politechnika Warszawska



® » @ | Glowne pojecia (2)

® Obliczanie niepewnosci standardowej - metoda
typu A (Zype A evaluation of uncertainty) — metoda obliczania
niepewnosci pomiaru na drodze analizy statystycznej serii wynikow

pomiaréw.
: : : 1 &
m Wynik pomiaru: wartos$¢ srednia X=X==) X
Zalozenia: Nia

¢ prawdopodobiefstwo wystepowania wynikéw mniejszych 1 wigkszych od
sredniej jednakowe

* im wigksze odchylenie od Sredniej, tym mniejsze prawdopodobieastwo
wystapienia pomiaru

Wynik: Im wigksza liczba pomiarow, tym bardziej wykres rozrzutu
pomiarow podobny jest do rozkladu Gaussa (rozklad gestosci
prawdopodobienstwa).

m Przyklady: obliczanie odchylenia standardowego Sredniej dla serit
niezaleznych obserwacit albo uzycie najmniejszej sumy kwadratéw w celu
dopasowania krzywej do danych 1 obliczenie parametrow krzywej oraz
ich niepewnosct standardowych.
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® © ® | Rozktad Gaussa
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Rozklad Gaussa dla Niepewnos¢ standardowa obliczana

+o
jgp(x)dx = 0,683 skoficzonej liczby pomiat6w: metoda typu A jest r6wna odchyleniu

+30 warto$cig oczekiwana jest standardowemu $rednie;
@(X)dx=0,997  $rednia arytmetyczna,
;20 a odchyleniem standardowym U(X) =4/S2 = \/ (X —x)
< (X)dx = 0,954 odchylenie standardowe n(n—- 1) i1
; 4 - wartosci sredniej.
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® © @ | Glowne pojecia (3)

m Obliczanie niepewnosci standardowej - metoda typu B (type B
evaluation of uncertainty) — metoda obliczania niepewnosci pomiaru
sposobami zznymi niz analiza statystyczna serit pomiarowej, czyli na drodze
innej niz metoda typu A. Oparta jest zwykle oparta o naukowy osad
eksperymentatora bioracego pod uwage wszystkie dostepne informacje
(wiedza o przyrzadach, badanym materiale, itp.)

Zalozenie: prawdopodobieistwo uzyskania wyniku mieszczacego si¢ w

przedziale wyznaczonym przez wynik 1 niepewno$¢ wzorcowania jest stale —
rozklad jednostajny

niepewnos$¢ wzorcowania Ax AX (Ax)2

- iy u(Xx
niepewnos$¢ eksperymentatora Ax, (x) = f 3

m Prawo propagacji niepewnosci AxY  (Ax V
Uu(x) = 33+( ) +( 36)
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® © ® | Rozktad jednostajny

B Gestos¢ prawdopodobienstwa
w przedziale od 2 do 4 jest stala
1 rézna od zera, a poza nim — o .
réwna zeru

m Funkcja rozkladu gestosci
prawdopodobienstwa dla
rozkladu jednostajnego:

» O
G mmmmmm e

dX):Zai\/é —U\/gﬁx—/lSO'«/g
dX)= 0 dla pozostalych x

Niepewnos¢ standardowa obliczana
metoda typu B jest réwna odchyleniu

. b standardowemu
m Wartos¢ oczekiwana: o= a+b
2
Ax  [(Ax)
. ) (b a)2 U(X) \/* 3
m Wariancja: o=
12
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® © @ | Glowne pojecia (4)

m Ztozona niepewno$¢ standardowa (combined standard
uncertainty) u (x) — niepewnos¢ standardowa wyniku pomiaru
okreslana, gdy wynik ten jest otrzymywany ze zmierzonych bezposrednio
innych wielkos$ci (niepewnos¢ pomiarow posrednich obliczana z prawa
przenoszenia niepewnosci pomiaru).

Pomiary o wielkosciach wejSciowych skorelowanych

Pomiary o wielkosciach wejSciowych nieskorelowanych
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® © ® | Glowne pojecia (5)

m Niepewno§$¢ rozszerzona (expanded uncertainty) U(x) lub U (x) —
wielko$¢ okreslajaca przedzial wokoé! wyniku pomiaru, od ktorego
oczekuje sig, ze obejmuje przewazajaca czes$¢ wynikow (wartosct, ktore w
uzasadniony sposob mozna przypisa¢ wielkosci mierzonej).

Niepewnos¢ standardowa #(x) wyznacza przedzial znalezienia wartosci
prawdziwe]

* Niepewno$¢ typu A: prawdopodobienstwo 68%

* Niepewno$¢ typu B: prawdopodobienistwo 58%
Cel wprowadzenia niepewnosct rozszerzonej:

* Porownywanie wynikéw uzyskanych w réznych laboratoriach

e Poréwnanie z wartos$cia tablicowa lub teoretyczna

* Do celéw komercyjnych

* Do ustalania norm przemystowych, zdrowotnych, bezpieczenstwa
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® © @ | Glowne pojecia (6)

m Wspotczynnik rozszerzenia (coverage factor) £ —wspolczynnik
liczbowy, mnoznik niepewnosci standardowej, stosowany w celu
uzyskania niepewnosci rozszerzonej.
£ zawlera si¢ w granicach od 2 do 3.

Dla wigkszo$ci zastosowan, w tym w praktyce laboratoryjnej,
zaleca si¢ przyjecie wartosci kB = 2.
Niepewnos$¢ rozszerzona U(x) wyznacza przedzial znalezienia wartosci
prawdziwe;
* Niepewno$¢ typu A: prawdopodobienstwo 95%
* Niepewno$¢ typu B: prawdopodobienistwo bliskie 100%

U(x)=k-u(x)
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[ IO ‘ Obliczanie niepewnosci standardowej typu B (1)

Zakres pomiarowy — najwicksza warto$c jaka
moze zmierzyC przytzad pomiarowy przy
okreslonym ustawieniu pokretta (klawisza,
przycisku,...) wyboru zakresu.

Klasa przyrzadu dokladnos¢ z jakq przyrzad
pomiarowy przeksztalca sygnal pomiarowy na
wskazanie odczytywane przez obserwatora. Klasa
przyrzadu jest podawana przez producenta w
procentach zakresu pomiarowego.

Niepewnos¢ wzorcowania:

1 klasa - zakres
3502238 - 74 f AX —
+oon4fo] oY e E 100

60mvV=-20Q

3 ?
MADE IN POLAND .

Niepewnos¢ obserwatora:

zakres
liczba dzialek

AX

5 —
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00 ‘ Obliczanie niepewnosci standardowej typu B (2)

m Niepewnos$¢ pomiaru dla miernikow elektronicznych (cytrowych):
x — wielko§¢ mierzona
AX = C,X+C,Z

z — zakres pomiarowy

c,, C, — wspoOlczynniki dla danego przyrzadu

Wybor funkcji

> Zakres
DIGITAL MULTIMETER TYPF v543 .
pomiarowy

FAST OM2 IMR 100kQ 10kQ kD
AUTO SLOwW STA'ir DC AC 2  FER ZERD 100mv v 10V 100V 1000V M.INS

(o
‘!‘

e

- ~—SAMPLE— RANGE V.Q
250v

ma
o

Laboratorium Fizyki, Wydziat Fizyki, Politechnika Warszawska



Pomiary bezposrednie

m Obliczanie niepewnosci typu A

Wynik pomiaru — §rednia arytmetyczna

Niepewnos¢ standardowa — odchylenie

standardowe wielkosct $redniej

m Obliczanie niepewnosct typu B

m Skladanie niepewnosct (prawo propagacii

Niepewnos¢ wzorcowania Ax

Niepewnosc¢ eksperymentatora Ax_

niepewnosci)

A [(ax)’
%)= 3 | 3
2 2
u(x):\/sf+(AX) +(Axe)
3 3
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® © ® | Pomiary posrednie

m Wykonac¢ pomiary k wielkosci mierzonych
bezposrednio z=f (Xl, ) CYTT Xk)

m Wyznaczy¢ wartosct Srednie wielkoS$ci X X X
mierzonych bezposrednio 1 niepewnosci 1ok
standardowe (moga by¢ obliczane metoda typu A

i typu B)
m Obliczy¢ wynik pomiaru 7=f (Xl, Xy geeens Xk)
B Obliczy¢ niepewnosc ztozong < (of (x, )Y
u.(z) = ( ‘ ] uz(xj)
EI2S
B Przyktad: dla dwoch zmiennych (czgsto ; ;
spotykany przypadek w laboratorium) u,(z) = \/{5‘( g; y)j u?(x)+ (af g; y)j u?(y)
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® ©® @ | Zapis wynikow pomiaru

m Maksymalnie 2 cyfry znaczace

m Zaokraglanie zgodnie z zasadami matematyki

Niepewnosc¢ standardowa
t=21364s, u(t) = 0,023 s

t = 21,364(23) s, sposob zalecany
t = 21,364(0,023) s

Niepewnosc¢ rozszerzona
t=21364s, Ut)=0,046s (k=2)n=11
t = (21,364%0,046) s. sposob zalecany
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® © @ | Przykifady prawidtowego zapisu wyniku pomiaru

Wynik pomiarow i obliczen Prawidfowy zapis

2= 321,735 m/s; n(a) = 0,24678 m/s 2= 321,74 m/s; #(a) = 0,25 m/s
a = 321,74(0,25) m/s
2= 321,74(25) m/s

b= 321785 m; #(b) = 1330 m b= 321800 m; #(b) = 1300 m
b = 321800(1300) m
b=321,8(1,3) 10° m
b= 321,8(1,3) km

C = 0,0002210045 F; #,(C) = 0,00000056 F C=0,00022100 F; #,(C)=0,00000056 F
C = 221,00(0,56) 10¢ F
C = 221,00(56) 10 F
C = 221,00(56) puF

T = 373,4213 K; #(T) = 2,3456 K T=3734K; #1)=23K
T=373,42,3) K
U(T) = 4,7K
T=(3734+47)K
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® © ® | Metoda najmniejszych kwadratow (1)

m Cel: werytikacja, czy wielko$ci zmierzone zalezg od siebie
w sposoOb opisany teoretycznie

m Zatozenie: kazda zaleznos$¢ fizyczna mozna sprowadzic
do zaleznosci liniowej y = a + b x

m Metoda: najmniejszych kwadratéw — znalezienie prostej,
dla ktorej suma kwadratow odleglosci punktow
pomiarowych od tej prostej jest najmniejsza, czyli mowiac
potocznie lezacej ,,najblize;” punktéw pomiarowych

m Wyniki obliczen: a, b oraz niepewnosc u(a) 1
niepewnosc¢ u(b) (niepewnosci standardowe obliczane
metoda typ A wartosct a1 b)
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Metoda najmniejszych kwadratow (2)

y=ax+b
1 n
Z:Xi__ XI
nI:l
n ~
)'*('iz ) N
=1
- P
d=y,—-ax——) Y
N>
n n 2
d .2 X.
1 ,Zl | 1< 52 .Z:; |
- Sg =Sz |[— D X+
n-—2 ~ ) Vn ) n
DX
i=1

Laboratorium Fizyki, Wydziat Fizyki, Politechnika Warszawska



| NN ‘ Metoda najmniejszych kwadratow (3)
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® © ® | Weryfikacja hipotezy liniowosci

m Metoda najmniejszych kwadratow
Wspolczynnik korelacjt bliski 1 (niewielka
uzytecznosc)

m Wykres funkcjt

Prosta powinna przeciac¢ co najmniej 2/3 odcinkow
niepewnos$ci punktéw pomiarowych

m Testy statystyczne
Test ¥ (chi-kwadrat)
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® © ® | Test 2

B Zmienna testowa > 8 ) ;
Definicja 2° =2 Wiy = y(x) w, = [u(y,)]
Waga statystyczna -

Przypadek dla funkcji liniowej 2 =2 Wi (¥; = B(x) = A)°
i=1

m Poziom istotnosci o — prawdopodobienstwo odrzucenia zalozonej
hipotezy
Liczba z zakresu od 1 do 0
Wybor zalezy od obserwatora (zazwyczaj przyjmuje si¢ wartos$¢ 0,05)
Zalezno$c¢ od liczby stopni swobody (liczba pomiaréw odjac liczba

wyznaczanych parametréw)

B Warto$¢ krytyczna Y%y eyema (0dczytana z tabeli)

B Porownanie wartos$ct krytycznej 1 doswiadczalnej
X* £ Y keytyczna - Prak podstaw do odrzucenia hipotezy
X* > X keytyczna - 0drzucic hipotezg o liniowej zaleznosci
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® ‘ Test y2 w programie Origin

- Equation (rownanie) — funkcja, ktéra dopasowano do
zbioru danych. W przyktadzie jest to rownanie liniowe
y=a+ b*x

- Weight (waga) — sposob obliczania wagi statystyczne] 9-

pomiaru. [nstrumental oznacza, ze waga obliczana jest 1 AR

jako kwadrat odwrotnosci niepewnosci pomiaru y, °- e D

(wielko$¢ pobierana z kolumny niepewnosci 7 R
wielkosci Y). : v .
- Residnal Sum of Squares — jest to wartos$é funkcji ¥ (aby _
ta wartos¢ zostala wyswictlona w tabelce z wynikami, 5 -
konieczne jest zaznaczenie opcji Residual Sum of Square S
w Quantities to Compute>Fit statistics w oknie parametréw D
dopasowania liniowego (Fit Linear)). 5]

- Adj. R-Sgnare (normowany wspolczynnik determinacii)
— podstawowa miara dopasowania modelu. Im blizszy
jednosct, tym dopasowanie do modelu blizsze.

- Value (warto$€) 1 Standard Error (niepewnosc
standardowa) dla wielkosci aib.

- Intercept (wyraz wolny a) 1 Slope (wspotczynnik
kierunkowy b)
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